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Arzamastsev A.A., Albitskaya E.N. Mathematical modelling of temperature self-regulation of a population of microorgan-

isms: a continuous mode. The phenomenon of temperature self-regulation in a bioreactor of continuous type is investi-

gated. Borders of the phenomenon existence in the field of external parameters are defined. The opportunity of practical 

use of the phenomenon is shown. 

 

ВВЕДЕНИЕ 

 

Саморегулированием (аутостабилизацией) какого-

либо фактора называется способность объекта (напри-

мер, биологического) к стабилизации значения данного 

фактора на определенном уровне за счет работы его 

(объекта) внутренних механизмов. 

Процесс саморегулирования температуры в попу-

ляции микроорганизмов в биореакторе, работающем в 

периодических условиях, ранее изучался в работах [1, 

2]. В них была разработана математическая модель 

этого процесса, дано объяснение как самого явления, 

так и различных его феноменов: линейного роста по-

пуляции микроорганизмов в процессе саморегулирова-

ния температуры, образования температурных колеба-

ний внутри биореактора и т. д. Математическая модель 

адекватно описывала процесс, в котором в качестве 

биологического объекта выступали микроорганизмы 

Candida tropicalis как при наличии саморегулирования 

температуры, так и без него.  

Целью данной работы является изучение процесса 

саморегулирования температуры в популяции микро-

организмов Candida tropicalis в непрерывном режиме. 

Реализация данной цели может представлять значи-

тельный интерес и для изучения процессов темпера-

турного гомеостаза в живых клетках, т. к. непрерывный 

биореактор может служить хорошей моделью такой 

системы [3].  

 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 

 

Математическая модель, которая использована в 

данной работе, описана ранее в работах [1, 2]. Она 

имеет следующий вид:  

 

( )
T

ext

r Q
Vc

TTkp

c

XH

dt

dT
+

−
−=

ρρ
µ                      (1) 

 

Xr QX
dt

dX
+= µ                                                          (2) 

 

S
r QX

Ydt

dS
+⋅−=

µ
                                                    (3) 

 

[ ]

[ ]


















<Θ−

≥Θ−

=

0,)(

0,)(

'

2

'

'

1

'

'

dt

d
T

dt

d
T

dt

d

m
mm

m
mm

m

µ
µµ

µ
µµ

µ               (4) 

 

COL QqCCaK
dt

dC
+−−=

2
)*(                              (5) 

 

с начальными условиями: 

 

T(0)=T0, X(0)=X0, S(0)=S0, µ'm(0)= µ'm0, C(0)=C0.        (6) 
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Таблица 1 

 

Параметры 
Обозна-

чения 
Значения 

Единицы 

измерения 

Суммарный тепловой 

эффект биохимической 

реакции 

H 17000 кДж/кг 

Константы Михаэлиса 

для: 

- субстрата, 

- кислорода 

KS 

KC 

1,5 

0,9 

г/л 

г/л 

Постоянные времени Θ1 

Θ2 

10,5 

0,2 

ч 

ч 

Предэкспоненциальные 

множители 

a1 

a2 

4,432.1015 

2,712.1031 

1/ч 

1/ч 

Энергии активации E1 

E2 

95000 

190000 

кДж/кмоль 

кДж/кмоль 

Удельная теплоемкость 

жидкой фазы 
c 4,19 кДж/кг⋅K 

Плотность жидкой фазы ρ 1000 кг/м3 

Объем биореактора V 1,5.10-3 м3 

Коэффициент теплопе-

редачи через стенку 
k 7,733 кДж/ч⋅K 

Поверхность теплообме-

на реактора 
P 0,073 м2 

Потребление кислорода: 

- на эндогенное дыхание 

- на экзогенное дыхание 

 

α 

β 

0,24 

1150 

мг/г⋅ч 

мг/г 

Объемный коэффициент 

теплопередачи 
KLa 250 1/ч 

 

Идентификация параметров математической моде-

ли произведена в наших работах [1, 2] на основе экспе-

риментальных данных [3]. Параметры модели приведе-

ны в табл. 1. 

В модели использовали следующие начальные ус-

ловия: T0 = 32 ºC, X0  = 15 г/л, S0 = 50 г/л, µ0` = 0 ч–1,  

C0 = 7,22 мг/л и концентрации биомассы и кислорода 

во входном потоке биореактора: Xin = 0 г/л, Cin = 0 мг/л.  

 

ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ  

И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

 

Математическая модель реализована в виде про-

граммы на языке Borland Pascal. Для решения системы 

дифференциальных уравнений использовали метод 

Рунге-Кутта четвертого порядка с постоянным шагом. 

Шаг был выбран из соображений необходимой по-

грешности решения дифференциальных уравнений.  

Исследовали поведение объекта в условиях различ-

ных температур во входном потоке, внешних темпера-

тур, концентраций субстрата во входном потоке и 

удельных разбавлений. 

На рис. 1 представлена зависимость температуры в 

биореакторе от времени при различных значениях тем-

пературы во входном потоке при: a) Text = 33 ºC и  

b) Text = 20 ºC. Из рисунков видно, что аутостабилиза-

ция температуры в непрерывном режиме имеет место 

не во всех случаях. 

Так, в случае 1 (рис. 1a) саморегулирование наблю-

дается, начиная с нулевой температуры во входном 

потоке, что фактически соответствует замерзанию 

жидкой фазы. Однако выход реактора на режим ауто-

стабилизации достаточно длителен и составляет около 

10 часов. Время выхода на режим аутостабилизации 

сокращается по мере увеличения температуры жидко-

сти во входном потоке. В некоторых случаях, в частно-

сти при температурах во входном потоке 0–20 ºС, на-

блюдается первоначальное снижение температуры в 

реакторе, и только после того, как биологический объ-

ект выходит на активный режим по скорости процесса, 

температура вновь поднимается.  

При высоких температурах жидкой фазы во вход-

ном потоке (30 ºС и выше) температура в биореакторе 

начинает повышаться сразу. Наблюдается перерегули-

рование, т. е. сначала температура превышает супра- 

оптимальную1 температуру в биореакторе примерно на 

1,5–2 ºС, а затем выходит на ее уровень. При темпера-

турах жидкой фазы во входном потоке 50 ºС и выше 

биологический объект «не справляется» со значитель-

ным количеством тепла, приходящего извне, и наблю-

даемая в реакторе температура превышает температуру 

саморегулирования, составляющую в данном случае 

40,5 ºС. Однако на кривых 5, 6 также заметна тенденция 

биологического объекта к выравниванию температуры. 

Эта способность теряется при Tin = 60 ºС (кривая 7). 

Таким образом, можно сделать заключение, что при 

довольно значительных изменениях температуры во 

входном потоке – от 0 до 50 ºС биологический объект 

обладает способностью к самопроизвольному вырав-

ниванию этого фактора. 

Рис. 1b отличается от рис. 1a значением величины 

внешней температуры. Видно, что при Text = 20 ºС в 

случае 1 при малом значении температуры во входном 

потоке биореактор не выходит на режим аутостабили-

зации. А при значениях Tin от 2 до 60 ºС объект имеет 

способность к саморегулированию температуры. Далее 

при Tin = 60 ºС и выше эта способность теряется. 

В целом, для зависимостей, приведенных на рис. 1a, 

время выхода на режим саморегулирования при одинаковых 

значениях прочих параметров меньше, чем для рис. 1b. 

На рис. 2 показано, как меняется температура в 

биореакторе при различных внешних температурах. 

Видно, что при значении внешней температуры 5 ºС 

биологический объект не справляется с ее выравнива-

нием внутри биореактора, хотя такая тенденция на-

блюдается во временном интервале от 5 до 15 часов. 

Кривая 2, соответствующая Text  = 10 ºС (рис. 2), пока-

зывает, что вначале температура биологического объ-

екта также начинает снижаться. Однако по мере акти-

визации ферментных систем микроорганизмов, биоло-

гический объект справляется с неблагоприятными воз-

действиями внешней среды и выравнивает температуру 

до заданного уровня. Такая же тенденция наблюдается 

и при температурах 20–30 ºС. При больших температу-

рах биологический объект стремится выравнивать тем-

пературу в сторону снижения. Это заметно на кривых 

4–6 при температурах внешней среды 30–50 ºС. На 

кривой 7, когда температура внешней среды становится 

более 60 ºС, видно, что биологический объект «не 

справляется», и температура в реакторе возрастает. 

                                                                 
1
 Супраоптимальной называется температура, которую 

биологический объект поддерживает в результате саморегу-

лирования. Такой термин введен в работах [4, 5] для обозна-

чения следующих фактов: во-первых, такая температура 

обычно превышает температуру, необходимую для оптималь-

ного роста микроорганизмов, т. е. при которой скорость их 

роста имеет максимальное значение; во-вторых, эта темпера-

тура обычно близка к максимальному значению, при которой 

рост данных микроорганизмов вообще возможен (см. рис. 3b). 
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a) 

 
b) 

 
Рис. 1. Зависимость температуры в биореакторе от времени 

при различных значениях температуры во входном потоке.  

D = 0,07 1/ч, Sin = 50 г/л. a) – Text = 33 ºC. Номера линий соот-

ветствуют различным значениям Tin: 1 – 0, 2 – 10, 3 – 20,  

4 – 30, 5 – 40, 6 – 50, 7 – 60 ºC. b) – Text = 20 ºC. Номера линий 

соответствуют различным значениям Tin: 1 – 1, 2 – 2, 3 – 5,  

4 – 10, 5 – 20, 6 – 40, 7 – 60, 8 – 70 ºC 

 

 
Рис. 2. Зависимость температуры в биореакторе от времени 

при различных значениях внешней температуры. Tin = 20 ºC, 

D = 0,07 1/ч, Sin = 50 г/л. Номера линий соответствуют раз-

личным значениям Text: 1 – 5, 2 – 10, 3 – 20, 4 – 30, 5 – 40, 6 – 

50, 7 – 60 ºC 

 

 
a) 

 
b) 

Рис. 3. a) Зависимость температуры внутри биореактора от 

внешней температуры. Tin = 20 ºC, D = 0,07 1/ч, Sin = 50 г/л.  

b) Зависимость максимальной удельной скорости роста микроор-

ганизмов от температуры (уравнение (9) при a1 = 4,432.1015 1/ч,  

a2 = 2,712.1031 1/ч, E1 = 95000 кДж/кмоль, E2 = 190000 кДж/кмоль). 

T* – супраоптимальная температура 
 

На рис. 3a показана обобщенная зависимость тем-

пературы внутри реактора от внешней температуры, 

полученная на основе 14 вычислительных эксперимен-

тов. В качестве температуры внутри реактора брали ее 

значение в установившемся режиме, который в вычис-

лительных экспериментах наблюдался при t > 180 ч. 

Прямая линия 1 соответствует полностью инертному 

объекту, линия 2 – объекту, способному самопроиз-

вольно поддерживать температуру на уровне 39,5–40 ºС. 

Анализ этого рисунка позволяет сделать вывод о том, 

что биологический объект сохраняет способность к 

саморегулированию при внешних температурах от 6 до 

55 ºС, в то время как диапазон активного роста таких 

микроорганизмов составляет 24–42 ºС – рис. 3b. Отме-

тим, что супраоптимальная температура примерно на 

5,5 ºС превышает температуру, необходимую для мак-

симальной скорости роста таких микроорганизмов. 

Очевидно, что на процесс саморегулирования тем-

пературы в биореакторе существенным образом долж-

на влиять концентрация субстрата во входном потоке – 

основного источника энергии. На рис. 4 показана зави-

симость температуры в биореакторе от времени при 

различных значениях концентрации субстрата во вход-
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ном потоке. Видно, что объект обладает способностью 

к саморегулированию при концентрации субстрата, 

начиная с 20 г/л. При больших концентрациях Sin кри-

вые имеют идентичный характер. Однако при низких 

значениях концентрации субстрата (10 г/л), в результа-

те лимитирования скорости процесса и скорости теп-

ловыделения этим фактором, биологический объект 

сначала выходит на заданный температурный режим, а 

потом, ввиду ограниченности скорости тепловыделе-

ния, температура в реакторе начинает снижаться и дос-

тигает уровня, не соответствующего температуре ауто-

стабилизации. В других случаях, при концентрации суб-

страта 20–50 г/л во входном потоке, объект выходит на 

квазистатический режим и сам поддерживает температуру. 

Удельным разбавлением называется отношение рас-

хода жидкой фазы (субстрата) через биореактор, рабо-

тающий в непрерывном режиме, к его объему. Посколь-

ку эта величина обратно пропорциональна среднему 

времени пребывания жидкой фазы в реакторе, то спо-

собность биообъекта к саморегулированию температуры 

должна существенным образом зависеть от этого пара-

метра.  

На рис. 5 показана зависимость температуры в био-

реакторе от времени при различных значениях удель-

ных разбавлений. Видно, что с увеличением удельного 

разбавления значение супраоптимальной температуры 

может снижаться, что не наблюдалось при исследова-

нии саморегулирования в периодическом режиме. 

Данный вывод является очень важным, поскольку 

супраоптимальная температура, наблюдаемая для био-

логического объекта в периодическом режиме, сущест-

венно отличается от температуры, соответствующей 

максимальной скорости роста микроорганизмов [1, 2] 

(см. также рис. 3b). Это отличие составляет в среднем 

8,8 оС для прокариот и 12,5 оС для эукариот [6]. Данное 

обстоятельство не позволяет непосредственно исполь-

зовать способность биологических объектов к саморе-

гулированию для управления технологическими про-

цессами. Однако, учитывая, что, например, при D = 0,13 

1/ч (кривая 7 (рис. 5)) супраоптимальная температура 

становится равной 37,5 ºC, можно сказать, что этот 

режим обеспечивает одновременно и максимальную 

скорость роста микроорганизмов (см. рис. 3b).  

Указанное обстоятельство в принципе позволяет не-

посредственно использовать саморегулирование темпе-

ратуры для ее поддержания в технологических процес-

сах.  
 

 

Рис. 4. Зависимость температуры в биореакторе от времени при 

различных значениях концентрации субстрата во входном пото-

ке. Text = 33 ºC, Tin = 20 ºC, D = 0,07 1/ч. Номера линий соответ-

ствуют различным значениям Sin: 1 – 10, 2 – 20, 3 – 30, 4 – 50 г/л 

На рис. 6a – 6d показаны зависимости температуры 

внутри биореактора от времени и других параметров 

процесса. Часть горизонтальной плоскости, ограничен-

ная линией ABCD, представляет на этих рисунках об-

ласть, в которой наблюдается саморегулирование. Ин-

тересно отметить, что лишь при различных удельных 

разбавлениях D (рис. 6с) такая плоскость не является 

горизонтальной, а наклонена под некоторым углом к 

оси D, что свидетельствует о существовании зависимо-

сти супраоптимальной температуры от этого парамет-

ра. Из рис. 6a и 6b видно, что характер выхода на ре-

жим аутостабилизации различен. В некоторых случаях 

сначала наблюдается снижение температуры, а затем ее 

рост до значения T*, в то время как в других случаях 

сразу наблюдается повышение температуры с после-

дующим выходов на значение T*. 

 

ВЫВОДЫ 

 

Таким образом, в данной работе осуществлено ис-

следование саморегулирования (аутостабилизации) 

температуры микроорганизмами в биореакторе непре-

рывного типа: 

- проведен анализ явления при различных значени-

ях параметров: внешней температуре, температуре 

жидкой фазы во входном потоке, концентрации суб-

страта и т. д., в ходе которого определены границы 

существования этого явления; 

- обнаружено, что в периодическом режиме работы 

биореактора, температуры, наблюдаемые в процессе 

саморегулирования, вполне могут соответствовать 

температурам, доставляющим максимальную удельную 

скорость роста используемых микроорганизмов; это 

обстоятельство позволяет надеяться на возможность 

практического использования явления саморегулиро-

вания;  

- поскольку непрерывный биохимический реактор 

может представлять собой (по крайней мере, в плане 

температурного режима) упрощенную модель живой 

клетки [7], полученные выводы с определенной долей 

вероятности можно экстраполировать и на режимы 

температурного гомеостаза отдельной живой клетки 

(например, клетки ткани). 
 

 
Рис. 5. Зависимость температуры в биореакторе от времени 

при различных значениях удельного разбавления. Text = 33 ºC, 

Tin = 20 ºC, Sin = 50 г/л. Номера линий соответствуют различ-
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ным значениям D: 1 – 0,01, 2 – 0,05, 3 – 0,07, 4 – 0,09,  5 – 0,11, 6 – 0,12, 7 – 0,13, 8 – 0,14 1/ч 
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